(Geometrie vectoriala.

1. PUNCTUL CARE IMPARTE UN SEGMENT INTR-UN RAPORT.

AM
Considera segmentul AB, iar M € (AB) pentru care —— =k,
k € Z — {—1}, atunci m = km = E + O—]\>4 =k (M +O?>, pentru orice

punct O din planul segmentului AB. Grupand termenii, se obtine:

— 1 — k

Observatii.

— 1— 1
1) Pentru k = 1, se obtine vectorul OM = 50A+ 50? care este mediana in AOAB.

1 k
2) Pentru o = 1—|—k’6: T a,b>0si a+ 5 =1, se obtine:
P
OM = aOA + BOE
Propozitie.

1) E = Dit implica ABCD paralelogram sau A, B, D, D puncte col-
iniare.

2) ABCD paralelogram implica E = lﬁ si B = B?

Propozitie.
Doi vectori nenuli v_{ si v_)z sunt coliniari daca si numai daca exista a € R*
astfel incat v5 = avy

Propozitie.
Fie vectorii U si o necoliniari. Atunci are loc implicatia

a7+b7:0¢>a:b20.

Propozitie.
Fie dreapta AB inclusa in planul P gi un punct M € P. Atunci M €
(AB) & (3)z € R astfel incat AM = zAB

Ap.1 Se considera AABC,G—centrul sau de greutate. Si se determine
a,b € R pentru care a(ﬂ + b@ = Cﬁ

Solutie. Din G—centru de greutate al AABC, atunci I@ = CTLI + C@ + Cﬁ, unde
O € (ABC), de unde GC = —GA—GB. Atunci, din aGA + bG D = Cﬁ, rezulta ca
(a+ 1)GA+ (b+1)GB = 0.

Cum vectorii (CTAL C@) nu sunt coliniari, deducem ca a+1=0si b+ 1 = 0. Deci,
a=0b=-—1.
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Ap.2 Fie ABCD patrulater oarecare si E, F, G, respectiv H mijloacele
laturilor BC, DA, AB, respectiv CD. Sa se arate ca:

EF + HG = CA.

Solutie. Fie {O} = EF N HG. Avem:

EE+HG = (ﬁ+07)+(ﬁ5+0?) -
(@Jr@) (@+Wl)+%(c@+ﬁ) (OA+@)

— CO+ 04 =CA.

1 1
T2 2

Ap.3 Se considera ABCD patrulater oarecare in care FE, respectiv F
mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD. Sa se arate ca:

AB + CD = 2EF.

Solutie. Avem:

AB = AL+ EF + FB
{C.[>)=6‘.J§+ﬁ+ﬁ

Adunand ralatiile de mai sus, se obtine:

ﬁ+@:(ﬁ+@)+2ﬁ+(ﬁ+ﬁ).
Dar,ﬁ—FC@:O@ﬁ—Fﬁ:O. Atunci,
AB + CD = 2EF.

Ap.4 Fie ABL1CD, AB,CD coarde ale cercului de centru O si ABNCD =

{P}. Sa se arate ca:
PA + PB + PC + PD = 2PO.

Solutie. Au loc relatiile:

— PO+ 04
PB = PO+ OB
PC = PO +0C
PD = PO + 0D

Sumand relatiile de mai sus, se obtine:

ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ:4ﬁ+(ﬁ+0_§+o?+@>

Fie M iAB mijloace, atunci OA—i—O? = 20M si 0?4—0? = QOW
atunci OA+O +O?+O%—2 OM+OTV}) —20? Deci,

PA+ PB + PC + PD = 2P0
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Ap.5 Fie ABCD un patrulater convex in care M, N mijloacele laturilor
AD, respectiv BC. Sa se arate ca:

AB + DC = 2MN
Solutie. Au loc relatiile:

AB = AM + MN + NB
{m_m+m+m

Adunand, se obtine:
AB + DC = (AM + DM) + 2MN + (NB + NC)
Dar, AM + DM = 0 gi NE + NC = 0, atunci:

AB + DC = 2MN

Ap.6 Sa se arate ca mijloacele laturior unui patrulater formeaza un par-
alelogram.

Solutie. Consideram patrulaterul convex ABC D, iar M, N, P, respectiv () mijloacele
laturilor (AB), (BC), (CD), respectiv (DA).

Ardtam ca M N PQ—paralelogram< MN = Q? Avem:

MN = MB + BN = %(ﬁﬂ?@*) :W:%ﬁ; (1)
QP = QD + DP = J(AD+ DC) = QP = AC; (2
Din (1) si (2) rezulta MN = Q? = M N P() este paralelogram.

Ap.7 Se considera paralelogramul ABCD de centru O si P un punct in
planul sau. Sa se arate ca:

PA + PB + PC + PD = 4PO

Solutie. Pentru O mijlocul segmentelor AC, BD au loc relatiile:

@:%(P—Zwﬁ), ﬁ:%(ﬁﬂﬁ)
Adunéand, se obtine: 2P0 — %(P—zzl + PD + PC + ﬁ) &

PA+ PB + PC + PD = 4PO

Ap.8 Se considera AABC, G—centrul de greutate, iar O—centru cercului
circumscris AABC. Sa se arate ca:

a) GA+GB+GC =0
b) 30CG = OA + OB + 0OC
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Solutie. Fie M € (BC) cu BM = MC. Observand ca GM este mediana in AGBC,

1 1 AG
obtinem: G—]\}[ = f@ + f@ Din G—centru de greutate, avem ca oM 2 =

chf_zGM:»GA_z f@w G?* de unde GA + GB + GC = 0.

Utlhzandr%lademalsus avem@—i—GA%—@—FO?—i—C@#—O?—O@
30G=0A+0

Ap.9 Se considerd AABC, iar A’, B’,C’ puncte pe laturile (BC), (CA),

BA’ CB’ AC’ . 9 .

(AB) pentru care = = = k. Sa se arate ca cele doua
. L A'C B’A C'B
triunghiuri au acelasi centru de greutate.

Solutie. Fie G,G’ centre de greutate ale AABC, respectiv AA’B'C’, atunci au loc
relatiile:

1 N 1
@ = 7(0—24—1- O? + O?), respectiv oG = g(OA/ + OB + OC’)

Al " AC ;
pin BA OB _ AT BA — kA, CB = kB'A, AC' = kC'B sau inci:

AC~ B'A_ CB
O§+ 708
1+k

1+ko‘dwr—HkOA

_z 1 k
oC" = 1+kOA+1+k@

Utilizand relatiile de mai sus, obtinem:

1 1
oG = (OA’+OB’+OC’) 3(1 OB + " 0?>+

+k 1+k
1 — k
<1+k0?+1+k0A+1+kOA+1+k@> B

:§(OA+0‘B>+@):@@G’:G

Ap.10 Se considera triunghiul ABC si punctele M € (AB), N € (AC),

. MB NC o o .
astfel incat —— + —— = k. S&a se arate ca dreapta M NN trece prin

centrul de greutate al AABC daca si numai daca k = 1.

MB NC C _
Solutie. Notam A=Y NA= b si obtinem:
MA=—-——L ABgaAN = 1 . ac
a+1 b+1
MN=MA+AN =~ AB+ L A¢
Ca+1 b+1

WG W= L s - (- L) d e e

4
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Vectoii M (3 si M N au aceeagi directie daca si numai daca:

11 1
3 “1+1: 3o satb=lek=1

a+1 b+1

Ap.11 Se considera triunghiul ABC si P,Q,T puncte de contact ale cer-
cului inscris cu laturile BC,CA, AB.

Daca ﬁ + @ + C_T) = 0, atunci sa se arate ca AABC este echilateral.
Solutie. Notam AT = AQ =z, BI' = BP =y, CP =CQ = z. Avem:

ﬁ:z@—i—yﬁ B@:ajB?—i-zB_le Cﬁ:y@—i-x@

y+z r+z y+x

Din AP + BQ + CT = 0 rezultit:
(z z)ﬁJr(y - y)ﬁJr(x - m)(ﬁJrﬁ):o

y—i—z_:r—i-z y+z2z zx+y r+z x4y

(o YT

y+z_x+z_a:+z Tr+y y+z x+y x—i—z_x—i-y

Cum vectorii Ag si A(E nu sunt coliniari, avem:

z + X —1 y2 5
y+z x4y Y =z -5 ==
Y x =9 L2 37 Y
+ =1 2=y 2=z
y+z T4z =Y

S =y =2z< AABC — echilateral.

Ap.12 (GM.3-2000) Pe laturile AABC se considera punctele M € (AB), N €
BO). P CA . MA  NB  PC _
( ), P € ( ) si AB_a’BC_ﬁ’a_%

a) Sa se arate ca centrul de greutate al AM NP apartine medianei
din A a AABC & 28 =a + 7.

b) Sa se arate ca centrele de greutate al triunghiurilor ABC si M NP
coincid daca si numai daca a = (3 = 4.

Solutie.
a) Fie G centrul de greutate al AM NP si G centrul de greutate al AABC'. Atunci:

1: pr—
3 3

Cum(ﬁl—l—@—l—@:@gim:aﬁ,377:63?,@:7@, rezulta ca:

— aﬁJrﬁﬁJr'yCTZl
GGlZ =

3
_ oAB + B(BA+ AC) +1CA _
3
_ (a—P)AB + (8 —1)AC
3
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A

AL + AC s
Cum ﬁ = L, atunci din G apartine medianei din A < ﬁ si GG sunt
coliniari daca gi numai dacaa—f=—-vy<28=a+ f.
b) G = G; < G; apartine medianei din A i medianei din B a triunghiului
ABC & 2=a+~vgi2y=a+8sa==1.

Ap.13 Se considera ABC'D un patrulater convex in care M este mijlocul

laturii (BC) si N mijlocul laturii (CD). Dreptele AM si BN se inter-
2

. R PM 1 PB . .
secteaza in punctul P astfel incat —— si —— = —. Sa se precizeze
. AM 5° BN 5
natura patrulaterului ABCD.

PM 1 PM 1 —
Solutie. Din —— = f:>—:fz>Z:4PM.Din@:ﬁ+P§:>E:
N AM 5 AP 4
a+0b; (1)
PB 2 PB 2 NP B
Din BN & = PN 3 = NP = %P 2? si cum M este mijlocul segmentu-
L = 2
lui [BC], avem: M :BM:Bﬁ PM = — b +7d Deci, N NC = ﬁ%—PM—i— =
1—
2?4—5 b.

Pe de alta parte, avem DC = 2NC = 4@ + ?; (2). Din (1) si (2) se obtine:
AB = DC ie. AB || CD, si cum [AB] = [CD], rezulta ca ABCD este paralelo-
gram.

Ap.14 Fie ABCD un trapez cu AB || CD si {O} = AC N BD. Daca
M € (AD) si N € (BC) astfel incat punctele M, O si N sa fie coliniare,
atunci:

a) Sa se exprime vectorii qu N in functie de vectorii O ? si O —[5

AB NB MA
b) Sa se demonstreze ca: —— < — < + >
CD CD DM
Solutie.
) Notim AB _, NB _ MA_
o s B b0
Cum AAOB ACOD = 28 LAY o A0 = —kOC,

6 CD  CO DO C’O
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D C
M
o N
A B
D—O—kéO?—k(ﬁ
MA :W_OAerO? B —kO?erO?
DM_p - 14p 1+p
—]\; O?—FQO? —k@+q@
= 0 = .
CN 14+g¢ 1+g¢

—]\7 -
b) Cum vectorii OM si ON sunt coliniari, atunci da € R* pentru care OM =
04023, atunci avem:

b o¢+ P D= —a - ODta -1 00
1 1+g¢ 1+g¢

1—|— +p
k —ak
ﬂ‘i‘ O?—f— —ar b @:0
ﬂ%—i—
1 1 -
Dar OC si OD nu sunt coliniari, atunci _‘;g ‘;p
1+q 1+p
p+q AB NB MA
k2 = k— <PTa NB MA
pa=k=pa < — :>CD_2<CD+DM

Ap.15 Fie patrulaterul convex ABCD si punctele M, N, P, Q pe laturile
[AB] [BC] [CD], si respectiv [DA] astfel 1ncat
cpP DQ

= = = = k,k > 0,k ;é —. Atunci MNPQ este
AB BC CD A 2
paralelogram daca si numai daca ABCD este paralelogram.

AM MB _
Solutie. Din a5 = =k= B - 1 — k si analoagele.

MN = MB + BN = (1 - k)AB + kBC
QP = QD + DP = kAD + (1 — k)DC
M N P(@ — paralelogram <
— PO e (1—k)AB + kBC = kAD + (1 — k)DC <
(1— k)(AB — DC) = k(AD — BC) &
— k)(AD + DB + CB + BD) = k(AD + CB) &
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(1— k)(AD + CB) = k(AD + CB) = (1 — 2k)(AD + CB) = 0

Cum 2k — 14 0= AD+CB =0« AD = BC & ABCD—paralelogram.

Ap.16 Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P pe laturile [AB], [BC]
si respectiv [AC]| astfel incat AM = 2MB, BN = 2NC,CP = 2PA. In
planul triunghiului se considera punctele D, E, F astfel incat M i3—|—N E—l—

PF = 0. Sa se demonstreze ci triunghiurile ABC si DEF au acelasi cen-
tru de greutate.

Solutie. Fie G centrul de greutate al AABC, deci C?él + C@ + C@ = 0. Dar
— 1 2 1 2 1 2

Gl +GN +GD — (3@1+3@) ; (3@+3@) n <3@+3cﬁ4> _

= 6731 + @ + Cﬁ = 0. Deci, G este centrul de greutate al AABC.

Dinipotezé():m—i—ﬁ+ﬁ:(m—i—@)—i—(m—i—@)-k(ﬁ-F@):

—(CWJ—FG—I\}—F@)—F(@—F@—F@) = Cﬁ—i—@—k(ﬁ, de unde G este centrul
de greutate al ADEF.

Ap.17 Pe laturile BC,C A si AB ale AABC se considera punctele M, N si
P. Fie A’, B’ si C’ simetricele punctelor A, B respectiv C fati de punctele
M, N si P. Aratati ci punctele C € (A’B’),A € (B'C’) si B € (A'C")
BM B CN . AP

MC NA PB’

BM_ ON _ AP
MC U NA-PPB

daca si numai daca

Solutie. Notam =q.

Atunci AM = =MA,
1tk
BM+MC k+1 BC ie_ L
Mo T 1 e RrlmMO=eBUs
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CA+ AB ﬁ+kﬁ _ 2AB + KAC ~ AC _

kE+1 k+1 E+1

— —
Deci, CA' = CM + MA' =

_ 248 + (k— 1)AC

k+1
1
B’:ﬁ:ﬂ+ﬁ:—/ﬁ+?@
p
AN 1 — — 1
AN _ ~CB =CN+NB =-AB+ —AC+ L _CA
AC p+1 p+1 p+1
CN _p :>CN_ P
NA+CN p+1 CA p+1
:—ﬁJr;p(ﬁl
NN L k=1
Dar C € (A'B') < (CA’, CB')—coliniari < % -1 e
2 k-1 3; 1 o
= = s kp+)=3p-lek="
p+1 p-—1 (p+1)=3p p+1 " L
3¢ —1 3k—1 2%k — 1
Analog, A B'CN,B A = —— q = = d
nalog, A € (B'C"),B € (C'A) & ¢ 1Y el P o dar
3p—1

, atunci se obtine k2 =2k +1 =0« k—-1=0« k = 1. Avem deci,

D+l
. _ . BM _cN_ap
pP=9= MC  NA PB

AFE
Ap.18 Fie triunghiul ABC si E € (AB),F € (AC) astfel incat B -

AF

1C = k. Fie M si N mijloacele segmentelor [EF], respectiv [BC]. Sa se
arate ca punctele A, M si N sunt coliniare

— 1
Solutie. Din M mijlocul segmentului [F'F] obtinem AM = §(A§+A? ), analog din
1
N mijlocul segmentului [BC], avem AN = §(A§ + A(E)

Pe de alta parte, din % =k= ﬁ = k:ﬁ si analog, ﬁ = kﬁ Atunci:
A = é(ﬁ+ﬁ) _ é(k@+k@) _ AN

Cum m = k‘m, deducem ca A, M, N coliniare.

Ap.19 Fie paralelogramul ABCD, M € (AD),[AM] =[MD],N € (BM),BN =
2N M. Sa se arate ca punctele A, N, C sunt coliniare.

Solutie. AvemBHN:2W:>B—X4+ﬁ:2(N—J>4+m) =

SAN — AB +2AM = AB + AD

m_@+m};‘ﬁ:m
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Deci, punctele A, N si C sunt coliniare.

Ap.20 Fie M, N, P mijloacele laturilor (BC),(CA), respectiv (AB) ale
triunghiului ABC, iar Q mijlocul lui (AP) si D simetricul lui M faaa de
punctul C. Sa se arate ca punctele @, N si D sunt coliniare.

Solutie.

Avemm:%(ﬁ+]\f—x>4):>2m:]\f—}%+m.

Pedeal%ar‘ce, avemm:m—l—@:m—kl\ﬁ:ﬁ%—ﬁ:m:

—
—NA — NP, atunci 2@ = —ﬁ adica punctele ), N, respectiv D sunt coliniare.

Ap.21 Fie AABC, A’ simetricul lui A fagd de C, M mijlocul segmentului
2
[BC] si N un punct astfel incat Aﬁ = EE Aratati ci punctele N, M

si A’ sunt coliniare.

Solutie.

Y\

Avemm:gﬁ:mﬁﬁ—Mﬁ:%(AM+MB):>MN:1MA+§MB.

— —
Pe de alta parte, avem: MA' = MC +CA = MN = —3MA" = M,N si P sunt
coliniare.

10
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Ap.22 Sa se arate ca intr-un trapez, punctul de intersectie al laturilor
neparalele, mijloacele bazelor si punctul de intersectie al diagonalelor,
sunt coliniare.

Solutie.
M
D, N o
m
A o 5
P MD MC ke ]\ﬁ:kﬁ
ie =——=kkeZ= :
DA~ CB MC = kCB

Cum M mijlocul lui [DC]| = MN = %(Mﬁ + MC) = g(Mf\l + Mﬁ) = punctele
M, N, (@ coliniare. Aratam ca N, P, () sunt coliniare.

DP CP Bﬁ: qﬁ
PB_PA_ 17 {C—}a 1

PN = %(ﬁ—i— @) = %(ﬁ—i— B—}%) = —qlﬁ = N, P,Q coliniare.

Deci, M, N, P, sunt coliniare.

Din DC | AB = ADPC ~ APAB =

Ap.23 Fie ABCD un patrulater convex, M mijlocul lui [BC], N mijlocul

PM 1 . PB 2
lui [CD], iar {P} = AMNBN. Daca —— = — si —— = — sa se studieze
. AM 5 BN 5
natura patrulaterului ABCD.

Solutie.

Notam PM =@ PB=17.pm o _ L PM 1 78 _ 5B
AM_, 5 AP
Din AB=AP+PB=AB=43+ b; (1)
5t 170 o PE_2 L PB 2
Vomca;culajvag—ﬁ—l—PM—l—M .Dlnﬁ—giﬁ—gi
— — ——
NP = 5P_B> — 2. Din M mijlocul lui [BC], avem MC = BM = BP + PM =
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qd - ?.A§adar,

Cum B si lﬁ au aceeasi directie si tinand cont de (1) si (2), obtinem ca zﬁ =
@ & ABC D—paralelogram.

Ap.24 Fie ABCD un patrulater convex, {O} = ACNBD,{M} = ADnN

BC,P € (DC),Q € (AB) astfel i “tPD—QB—
, , astfel inca PC_QA_T

a) Sa se arate ca vectorii A_B),C—I)) sunt coliniari daca si numai daca
vectorii O_P), (ﬁ sunt coliniari.

b) Daca r = 1, atunci vectorii E,Cﬁ sunt coliniari daca si numai
daca m, m sunt coliniari.

Solutie.

Ap.25 Fie ABCD un patrulater si k > 0. Punctele M, N, P, Q sunt astfel
incat AM = MB,BN = kB?,lﬁ = ﬁ,m =k-AD. Sa se arate ca
dreapta M P trece prin mijlocul segmentului NQ.

Solutie.
Din AQ = k- AD = AM + MO = k(AM + MD) = AM = ﬁm_%m

1—
Pe de alta parte avem: m =(1—-k)MA+kMD si MN = (1 — k:)]\ﬁ + kMC.
Fie R mijlocul lui [NQ], atunci:

mz%(erm)=%[(1—k)m+km+(1—kmﬁ+km]z

= %[(MA—FMB)+I<:(Ml§—MA+MC’—MB)] = g(ﬂﬂﬁ) — k. MP
Deci, M, R, P coliniare.

Ap.26 Fie triunghiurile ABC si A’B’C’ situate in acelasi plan, iar M €

{A, B,C}, respectiv N € {A’,B’,C’}. Si se arate ca daci ZMN =0,
cyce

atunci AABC si AA’B’C’ au acelasi centru de greutate.

12
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Solutie. Fie G, G’ centrele de greutate al AABC, respectiv AA’B'C’, atunci

{3(ﬁo_f4+0?+0?

30G" = OA" + OB’ + 0’

*% N
S:ZMﬁ:AA’+AB’+AC’+BA’+BB’+BC”+CA’+C’B’+OC’:

cyc

1 11— —

:3(B+@+@)+3(OA’+OB’+00’):3.§@+3,§OGz:GG/
Daca S=0=G=G".

Ap.27 Fie M, N mijloacele laturilor BC, respecitv C' D ale paralelogra-

. PM BP
mului ABCD,{P} = AM N BN. Sa se arate ca: +2- = 1.
AM BN
PM BP
Solutie. Fie i =a, BN = b si O un punct din planul paralelogramului ABCD,

avem:

BP—b.BN OP = (1-b)OB +b-ON

Din ABC'D paralelogram obtinem O—1>4 + O? = @ + @, de unde

{PMza-m {(ﬁ% (1—a)OM +a-OA

OP = QO?Jr(ﬁ)
OP = 1—b0?+ (OA — OB +200)
b 1
a = — a = —
de unde, identificand, se obtine 1 _3 b = g) =a+2b=1
frd f— —_ - bzf
2 L=0 2 5

Ap.28 Se considera triunghiul echilateral ABC, iar M un punct interior.
Fie D, E, F proiectiile punctului M pe laturile BC, C A, respectiv AB.

N N N 3
a) Sa se arate ca MD + ME + MF = 5M(3, unde O este centrul

cercului circumscris AABC.
b) Daca G’ centrul de greutate al triunghiului DEF, sa se arate ca
punctele M, O, G’ sunt coliniare.

Solutie.

a) Construim {

MAy || AC’ | MB, | AB’ | MC, || BC MD1A; A

1
ME = —(MBj + MBsy)
1l — —

MD = 3 (MA; + MA;3) si analog, 2

MF = %(M(Jl + MC5)

MD+ MFE + MF = E(MAl + MA; + MBj + MBy+ MC| + MCs) =

;(MAJFMB"JFMC 7+OA+7+O_B> MO + 0C) =

13

MA; || AB {M31 | BC {M01 | AC {AMAlAQ echilateral

=
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:§m+(ﬁ+@+w):§m+3@:§m,unde@:ﬁ
b) Din OD + OF + OF = fOM:> O‘f)+0?+0? fOM@@ fOM@

O, M, G coliniare.

Ap.29 Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P astfel incat
BM) = —n-AM),N& =

n n
mijloacele laturilor [M P],[M N],[NP] ale AM NP, aratati ca AEFQ si
AABC au acelasi centru de greutate.

e et s 1
Solutie. Din ipoteza obtinem: BM = —n - AM = AM = ?ﬁ si analog,
n

- L 1%, respectiv (ﬁ) =

—
BN =
atunci:

OF + OF + 00 — OM+O7>’+OM+OT7+OT7+OT>7
—OM+5JV+O-I—>’ 1O?jt " OB+

n+1
O-d + L 0A-0A+0B+0C
1 n+1
Daca G este centrul de greutate al AEF Q si G al triunghiului ABC, atunci

O@+O—F>+Oﬁ OA+O—B)+07 ?

+n+1

Deci, G = G;.

2. VECTORUL DE POZITIE AL CENTRULUI CERCULUI INSCRIS INTR-UN TRIUNGHI.

Fie AABC cu laturile de lunglml BC = a,CA = b,AB = ¢, si AD bisectoarea

_>
interioara a unghiului BAC' iar E ? = b, respectiv BC = d
14
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BA’

a) Conform teoremei bisectoarei interioare, avem de unde

- "o

— — —
BA’:gA’C@B—1>4+AA’:gA’A+gﬁ<:>AA’ o
C

b?—l—c?

b+c
Al BA BA" ¢
b) Aplicand teorema bisectoarei jIABAA’ se obtine m =B dar din 10— 1
ac c

b+c atunci TA b+c Sau T

I[} Z} bEJrcﬁ

“a+bte

—
Deci, AA" =

rezultd ca BA' =

IA+A ’

AB + cAC
Fie O un punct din planul AABC, atunci din ;17 = b+26 se obtine:
a

o bAO+0B) + (10 +00) _
a+b+c

0+ 108 + 00

a+b+c

Ap.1 Se considera triunghiul ABC in care AA’ este bisectoarea interioara

a unghiului B/A\C, iar AM mediana. S&a se arate cA AA’ = AM daca si
numai daca triunghiul este isoscel in A.

Solutie. Din AM mediana in AABC = AM = %E + %1@, (1).

—
Din AA’'—bisectoare in AABC = AA" = b E—F c /ﬁ; (2).
b+c lH—_c_>
" = 7 AABC isoscel & AB = AC & b = ¢ & AA' = —AB + —AC =
;@+;@:m

—
” <:”AA’:m<:>—b

By s Ly SR Ts DN
b+c 2 2
Iy SN ve B

2(b+c) 2(b+c) —>b=c
/ﬁ si ﬁ nu sunt coliniari

15
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Ap.2 Se considera triunghiul ABC in care AB = 3, AC =1, BC = 2, iar
AA’ bisectoarea interioard a unghiului BAC, AM mediani. Si se arate

—_ 1
cd MA = Z]ﬁ.

Solutie. In AABC : AB =3,BC =2,CA=1: AA'—bisectoare

— b/@—kcm

AA = D e = iﬁ + Zﬁ, iar AM mediana, F\/[ = %zﬁ + %ﬁ, atunci:

— — —
MA’:J\HJFAA’:AA'—m:i(ﬁjLﬁ):iﬁ.

Ap.3 Se considera triunghiul ABC in care [AA’), A’ € (BC),[BB’),B’ €
(CA),[CC’),C" € (AB) sunt bisectoare interioare. S& se arate cd daca

AA + BB’ + cc’ = 0, atunci triunghiul este echilateral.

b@+cm

—
Solutie. Cum AA’—bisectoare interioara, atunci AA’ = si analoagele:

b+ c
—
—  DAB 4+ cAC — A+0CB
BB — ﬁ,(}c’ _aCAH OB ) o
b+c a+b
— =
— —— —  bAB+cA B BA A+bCB
A BE o0 +c?+c_(>7+a L aCA+HCE
b+c c+a a+b
b b b
= Y ) AB+ (S - AC+ (- CEB=0
b+c a+tec b+c b+a at+c b4a
Cum vectorii ﬁ , B?, respectiv C—1>4 nu sunt coliniari, rezulta:
b _a
b+c¢ a-+b
c b a=b
= = = a=0b=c= AABC — echilateral.
b+c b+a b=c
c b
at+c b+a

Ap.4 Se considera triunghiul ABC in care [AA’), A’ € (BC),[BB’),B’ €
(CA),[CC"),C’" € (AB) sunt bisectoare interioare concurente in punctul

1.
IA IB IC

a) Aratati ca daca TA7 + 15 + 107 = 6, atunci triunghiul ABC este

echilateral.
o . IA IB IC L. .
b) Aratati ca daca . . = 8, atunci triunghiul ABC este
] IA’ IB' IC
echilateral.

Solutie. Fie BC = a,CA =b,AB = c.

BA"  AB
a) Teorema bisectoarei in AABC implicél:) 10 = AC = BA' = %.
Analog, B'C = , respectiv C'A = .
a+c a+b

16
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Aplicam teorema bisectoarei in triunghiurile AABA’, ABCB’, ACAC" i obtinem:
IA IB IC BA (CB AC «c¢+b a+c+b+a©

“w Tt T e e Tac T 4 Ty
a b b ¢ c a
(b+a>+(c+b>+<a+c>:6

b
Cum & + — > 2, rezulta ca relatia de egalitate are loc pentru a = b =c = AABC

6

echilateral.a

)ﬂ IB IC @c%—b a+c b+a
IA IB IC' a b c

(a+Db)(b+c)(c+a) =8abc < a =b = c, tinand cont ci a + b > 2v/ab si analoagele.

=8&

Ap.5 Se considerdi AABC, AM —mediand, AA’—bisectoarea interioara a
unghiului BAC, iar S—simetricul punctului M fata de punctul A’. Sa se

arate ca: b .
A5 = 3b—e By 3=t I
2(b+c¢) 2(b+c¢)

1 1
Solutie.Cum AM —mediana in AABC, atunci m = 51@ + 51@
BA _ A—B = ¢ btinem
A@—CA%E{%G
— — — — — A A
BA' = TAC & BA+ A4 = SAA+ TAC & AA = bbic

c
-

Din S—simetricul punctului M fata de A’, rezultsa AA" = %m + %B &

A8 —2Ad —Anl = 2 AB 4+ 2 ae _lap_lae -
b+c b+c 2 2

3b—c 3c—b
~2(b+o) "ﬁ+2(b+c) AC

Din teorema bisectoarei pentru AA’, avem

Ap.6 Se considera triunghiul ABC in care O este centrul cercului cir-
cumscris, I centrul cercului inscris, G centrul de greutate. Si se arate

2 (65 — a)OA + (65 —2:)@+ (65 — ¢)O

ca: , unde s reprezinta

semiperimetrul triunghiului.

Solutie. Din relatiile

30G = OA + OB + OC
51 CLOTK-FZ)O?—FCO?' §iﬁ=0ﬁ—[@seob§ine:

a+b+c
= (2a+3b+3c)w1+(3a+2b+3c)0@+(3a+3b+26)0?(:)
B a+b+c
e (68—@)0—1>4+(6s—b)0?+(63—c)0?
N 2s

17
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Ap.6 Se considera triunghiul ABC in care AA’ este bisectoarea unghiului
A, iar M, respectiv N mijloacele segmentelor [BA’], respectiv [A’C]. S&

(3b+ ¢)AB + (b + 3¢)AC

se arate ca: Jﬁ-’) = s
4(b+ ¢)

[MN].

unde P este mijlocul lui

Solutie. Avem:

(2b+ ¢)AB + cAC
m:1<ﬁ+m:1ﬁ+1.b@“@ At = B OAB L
2 2 bte 2(b+c)
AN AA’ 1@ 7}_b/@+c/ﬁ ﬁ:bﬁ+(b+2c)ﬁ
2 b+c 2(b+c)

AP — 1(m+ﬁ) _ (2b+c)ﬁ+cﬁ 6@4- (b+2c)@
2 2(b+¢) 2(b+c)
 (3b+)AB + (b+ 3¢)AC
4(b+c)

Ap.7 Se considera triunghiul ABC in care AA’ este bisectoarea unghiului

AM CN 5
A, iar M, respectiv N astfel incat —— = = k,k # —1. Sa se arate
MA’~ NA’

B @R+ Db+ cJAB + [b + (2k + 1)c]AC
’ 2(k+1)(b+¢)

, unde P este mijlocul

lui [M N].

AM _CN

MA" NA
AM = k- MA (1 +k)AD = AB + k- AA"
{ﬁ?k.z\r_fﬁ :>{(1+k)mﬁ+k-ﬂ

Solutie. Din =k, k # —1 se obtin relatiile:

b@+c/ﬁ

(1+k)AM = AB + k-

(1+k)AN = AC + k - bﬁj%m

" bde

B l(erﬁ) [k +1)b+ JAB + [b+ (2k + 1) AC
B B 2(k +1)(b+c)

Ap.8 Fie D, E, F punctele de contact ale bisectoarelor triu ﬁhlullﬂ ABC

cu laturile BC,CA, AB. Sa se arate ca ﬁ—i—B +C ? +D 74—
daca si numai daca AABC este echilateral.

Solutie.

BD —

BD DC BC _a+c@

= .
c b b+c D?: ch?

Din AD bisectoare avem:
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AE = -5 ac
AE EC AC c+a
Din BFE bisectoare avem: —— = = .
c a c+a Eg _ 8
c —|— a
Aﬁ\ A§
AF FB AB
Din CF bisectoare avem: T b = .
a +a F? _ b?

AP+ BD+CE =L AB4+ ¢
a+b b
Ly S (BA+AC)+ -2 CA

a+b b+c

a—+c
(> ¢ \aB.
a+b b+ec

( c a >B
b+ec a+c
S —EA+DC+FB=_C Chy 0

H

b+c

b
CA+ (BA+,@)+LE:
c+a b+c

@« _ b \AB+
a+b b+c b+c c+a

Ap.9 Prin mijlocul E al bisectoarei AD a AABC se duce o dreapta care
intersecteaza laturile AB, AC in M, respectiv IN. Sa se arate ca:

c+a
c

N

Din S1 =S =a=b=c

1 +1_2<1+1>
MA NA ~\AB AC

BD D BD D
Solutie. [;1;1 teorema bisectorei 1B - Ag = = bC = bic’ de unde
_ c
_b+c§iﬁ‘ﬁ+b‘ﬁ bzﬁ%—cﬁ
b+c b
podu v
e~ §i -7 = p, atunct:
1 1 b-ABtc -4
3B - A+ AE = 574+ LAB - k- 3B + e AC _
c
b c
— (- k)AB+ S AC
<2(b+ ¢) > * 2(b+c¢)
MN = MA+ AN = —k-AB+p- AC
_b L c
Cum vectorii ]\ﬁ , M Z@ nu sunt coliniari, obtinem 2(b+j)k = 2(2”) < 2(b+c) =

b ¢
LR Y (N I IR L S Y (N
LI <b+c) ke T T MATNA <AB+AC>
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Ap.10 Se considera triunghiul ABC in care I este centrul cercului inscris,
iar G centrul sau de greutate.

a) Sa se arate ca pentru orice punct M din planul triunghiului ABC,
are loc relatia:

(a—l—b—i—c)ﬁ:a-]\ﬂ—l—b-]\ﬁ—i—c-m

b) Sa se arate ca IG || AC daca si numai daca 2b = a + c.

Solutie. a) Daca AD este bisectoarea interioara a unghiului W, atunci

@:b~ﬁ+c~ﬁ

b+c

Al  AB Al b
Din BI bisectoare interioara in AABD, avem D= BD = iD= ﬁ,

unde
ﬁ: b+c E:bﬁ—kc-ﬁ
a+b+c a+b+c
P BT BT S R LA
_b(m+1\ﬁ)+0(m+m)_m
a a+b+ec
m_a~MA+b~MB+c«MO
a a+b+c
b)

3G_1>:((ﬁ1+ﬂ)+(@+§)+((71>+17):(GT>4+(¥_B)+(?)+(1?1>+1?/+67)

=0
— Al + (BA + Al) + (CA + AT

G_}:ﬂJr;(B_fHC_ﬁ:(b 1)/@+(C 1>ﬁ:

a+b+c 3 at+b+c 3
% —a— 2%—a—b
el Ry y: B h Ay Y
3(a+b+c) a+b+c

Agadar,IGHAC@Iﬁ:a-ﬁ,aGR@2b—a—c:0®2b:a+c.

3. ORTOCENTRUL UNUI TRIUNGHI. CONCURENTA INALTIMILOR.

Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, H ortocentrul triunghiului,
iar A’ punctul diametral opus lui A in cercul circumscris acestui triunghi.

Fie OM L BC, atunci M este mijlocul segmentului [BC]. In triunghiul HAA’,
[OM] este linie mijlocie, deoarece OM este diametrul perpendicular pe o coarda si
AH 1 BC,[AH] inaltime in AABC, iar O este mijlocul lui [AA’]. Rezulta cd M este
mijlocul lui [HA'].

Cum M este si mijlocul lui [BC| se obtine ca BHC A’ este paralelogram.
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— —
Din HO mediand in AHAA' = 2HO — EZ—I—HA’, dar HA' = HB + HC din
BHCA' paralelogram. Deci,

9HO = HA + HB + HC (prima relatie Sylvester)

Folosind cele de mai s_us>, dedu_ce}m cd OM este mediana in AOBC, atunci 20—]\7 =
(ZB: + OC, adick 20M = AM din faptul ci [OM] linie mijlocie in AAHA’ si
OA+ ﬁ = (7[9) Asgadar,

OH — OA + AH — OA + 200 «

OH = OA + OB + oC: (adoua relatie Sylvester)

Ap.1 Fie AABC ascutitunghic inscris in cercul de centru O si raza R, iar
P si Q simetricele ortocentrului gi varfului A fata de mijlocul laturii BC.
a) Aratati cad P este diametral opus lui A in cercul C(O, R).

b) Demonstrati ca (ﬁ = O_B) + O? + O?

Solutie. a) Fie A’ diametral opus lui A, atunci BHC' A’ este paralelogram, de unde
A’ este simetricul lui H fatd de mijlocul lui [BC], adica P = A'.

b) Daca M este mijlocul lui [BC], avem 20P = ]@ =

0G = OP + PG = OP +20M = 0P + 0B + OC.

Ap.2 Fie ABCD un patrulater inscris in cercul de centru O si care are
diagonalele AC, respectiv BC perpendiculare. Daca H; si Hs sunt orto-

— -
centrele triunghiurilor AC D, respectiv ABC, sa se arate ca DH, = BH,.

Solutie. Din relﬁia lui Sylvester in AACD : OH, = CT‘X + O? + 53, iar in
AABC,OHy = OA + O? + O?, atunci:

OH, — Oy — OB + 0D = OH, — Oy — OD — OB

H.H, = DB = H.B + BH, = DH, + H,B = BH, = DH,.

VoA v

Ap.3 Sa se arate ca inaltimile unui triunghi sunt concurente.
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Solutie. Fie AABC,{H} = AA’N BB’ iar O centrul cercului circumscris AABC,
- o 04+ 08 + 06 = o
atunci are loc relatia lui Sylvester OA + OB + OC = OH.
— —
Presupunéand ca {H'} = AA'NCC’, analog obtinem OA—i—O?—FO? = OH'. Rezulta
ci OH = OH', adica H = H', prin urmare inaltimile (AA’), (BB’), (CC’) sunt con-
curente in punctul H.

Ap.4 in triunghiul oarecare ABC punctele H, G, O sunt ortocentrul, cen-
trul de greutate, respeciv centrul cercului circumscris AABC. Sa se arate
ca punctele H, G, O sunt coliniare (dreapta care contine aceste puncte se
numeste dreapta lui Euler).

Solutie. Din relatia lui Sylvester avem OA + OB + OC = O—I->I; (1).

Pe de alta parte avem relatia M A+ M B+ MC = 3MG pentru orice punct M din
o 1 — O, se obtine: OA + 0T 4+ 0C = 300

planul AABC. Punand M = O, se obtine: OA+ OB + OC = 30G; (2)

A

C

Din (1) si (2) se obtine OH =30C = OH si OC sunt coliniari, adica punctele O, H

si G sunt coliniare.

Ap.5 Intr-un triunghi ABC picioarele inaltimilor, mijloacele laturilor
si mijloacele segmentelor ce unesc ortocentrul cu varfurile triunghiului
sunt situate pe acelasi cerc (numit cercul lui Euler sau cercul celor noud
puncte).

Solutie. Fie H ortocentrul AABC, M proiectia lui O pe dreapta BC, F mijlocul
segmentului [AH] i R raza cercului circumscris. Aratam ca cercul care contine cele
noua puncte are centrul in punctul F'.

A
Avem EF = OT = EF = g, (EF— linie mijlocie in AAHO).

1
Cum M mijlocul lui [BC] = EM = 5(@ + E?)

Dar, utilizand relatia lui Sylvester, avem: ﬁ = O? — @ = O? — %O? =
22
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B
C
5]
()’B)—l(ﬁwo‘é OC) = -(~OA + OB — 0C).
In mod analog, se obtine: E? 1 (TZI @ (ﬁ)
Deci,EM:§(E_é+R)=—§OA:»EM=O7A=§.

R
Agadar, punctele F' gi M sunt pe cercul de centru F si razd —. De asemenea D,

piciorul inaltimii din A, apartine aceluiasi cerc fiind varful triunghiului dreptunghic
FDM cu diametrul [F'M].

Ap.6 Se considera hexagonul ABCDEF si Hy,Hy, H3, Hy ortocentrele
triunghiurilor ABC, BCD,DEF,FAE. Aratati ca pentru orice puncte
M, N, P, Q din plan care satisfac relatia HyM+HsP = HoN+H,Q, MNPQ
este paralelogram.

Solugfze Din relatia lui Sylvester avem: O—H1> OA + O? O?
OHy = OD + OB + 0C,0H; = OD + OF + OF, OH, _0A+(TE>+&% O fiind

centrul cercului circumscris hexagonului ABCDEF'.

Aratam ca HHyH3Hy este hexagon, astfel Hi1Hy, = OHy — OH; = @ si
HsHy = OH3—0OH, = zﬁ, de unde Im = m ceea ce Inseamna ca HiHoHy Hy
(ﬁ) paralelogram, atunci pentru orice punct S din plan, are loc relatia S H; —1—5?3) =
SHy+ SHy.

Avem H\M = SM — SHi, HyN = SN — SH;, HyP = SP — SH;,

(3 = 67)2 — SH4, de unde cu relatia de mai sus obtinem: ,S'—Z\>J + STI)’ = S + S@
deci M N P(Q este paralelogram.

Ap.7 Se considera ABCDEF un hexagon inscriptibil si Hy, Ha, Hs,
M, My, M3 ortocentrele triunghiurilor CDE, DEF, EF A, FAB, ABC, re-
spectiv BCD. Demonstrati ca HyM;, Hy M-, H3M3 sunt concurente.

Solutie. Folosind relatia lui Sylvester, avem OH2 O? + O? + 5ﬁ respectiv
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mmm==7 L
N

OMsy = O—zzl + O? + O?, atunci:
_|_

OHy + OMy = OA + OB + OC + OD + OF + OF.

Analog, se obtine:

OH, + OM, = OA + OB + OC + OD + OF + OF.

Deci, OH| + OM; = OHy + OM,, de unde OH; — OHy = OMy; — OM| =
HyHy = M M> adica Hy Ho M Ms este paralelogram, iar diagonalele Hy M7 si Ho M>
se iInjumatatesc. Prin acelagi punct va trece si H3 M3, caci H; H3Mj M3 este paralel-
ogram.

Ap.8 Se considera triunghiul ABC in care I centrul cercului inscris, O
centrul cercului circumscris, iar H ortocentrul triunghiului. Sa se arate

T (28— a)OA + (25 —2:)@ 4 (25 — c)@.

Solu;fie.gn relatia lui Sylvester avem: 5]—? = 0—1)4 + O? + O?, iar
51 _ aOA+bOB +cOC
N a+b+c

TH 10+ 01 — O — O — OA+ OB 4 0C: _ “OA+00B +c0C _

a+b+c

, atunci obtinem:

(25 — a)OA + (25 — )OB + (25 — ¢)OC
2s '

Ap.9 Se considera triunghiul ABC in care H, G, O ortocentru, centrul de
greutate, respectiv centrul cercului circumscris triunghiului.

Pe semidreptele [OA),[OB),[OC) se considera punctele D, E, F astfel
. .. OD OFE OF ) .
incat = = = 4, iar pe segmentele DB, EC, AF se iau
04 OA OB ocC
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DM EN FP .
punctele M, N si P astfel incat = = 2. Sa se arate ca

PA
centrul de greutate al triunghiului MNP apartine dreptei HG.

Solutie. Din%:2iﬁ4:2-m:m+&\_}4:2(m+@):
o3 - 207 + Lop - 4o + 208
EN 5 (on= 758+Eﬁ$4{m+ &?

NC

rp
=2 oD — 414+ 5?' fOA+ 53

:>O—J\>/[+O—Z\/k+ﬁ:2(OA+O?+O?):2(0?+G_z>4+0?+@+04(§+@)
:2(30?4-?4—}—@4—@):60?, undea—l—@—i—@:ﬁ).
Fie Gy centrul de greutate al AM N P, atunci ?)O—Gl> = WW—FO*JY}—}—O?, de unde

300G, = 6075 = 0G; = 20? = 0, G, G coliniare gi cum punctele H, O, G sunt
coliniare, rezulta ca G; € (HG).

Analog,

oD OFE OF
Observatie. Problema se poate generaliza punand — =k, k>2

OA 0B OC
 PMC_EN_FP_

Ap.10 In triunghiul dreptunghic ABC, D, E, M sunt piciorul inil{imii,
bisectoarei, respectiv medianei duse din A. Sa se arate ca:

2 2
ﬁ:(a>ﬁ+1—<a) ant
b+ec b+ec
BE FEC BE EC
Solutie. Din AFE bisectoare rezulta BA= AC = = = ﬁ, de unde
- % (B¢- L B
b+C §1 C
BE =% BE =S BC
b+c b+c

ﬁ:bﬁ+cﬁ

b+c
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—
7 AM - AD -+ AD.AM _ $AD+'%AM _
AM + AD g 4 be N
aQ/ﬁ + 2bcAM B a’ D+ 2bc m T.Pitagora
a? + 2bc a2+ 2bc a? + 2bc N

- (75) a5 () ™+ (- (75) )

Ap.11 in triunghiul ABC, punctele G, H,O sunt centrul de greutate,
ortocentrul, respectiv centrul cercului circumscris. Sa se arate ca:

2. GA +b2-GB. +2-GC, =0

Solutie. Consideram AA” 1 BC,BA’ = m,A'C = n,BB'1AC,CB’' = p,B'A =

respectiv CC' LAB, AC' = r,C'B = s. Cum GA,1BC = GA1 | AA” avem:

MG MA1 GAl 1—
/ o _ - !/
AMGA, ~ AMAA’, de unj(/aCMAb— VA = A GA1 AA.
Din AAA'C ~ ABB'C = 22 bp=0 §i analoagele.
B'C a D a
BA — —  — —
Din = = = BA' = "A'C = AA' + AN = AB + T AC =
n

(m + n)ﬂ — nAB + mﬁ de unde AA’ = —xﬁ + @ Atunci:

2—
- GA; = %AA’ — g(nzﬁ—{—mm)

aQ-GA1+bz~C¥—Bl>—|—02 GOy = nﬁ—i—mm pBA—l—qB? 37‘CA+SC@

=3 [(an — bp)ﬁ + (am - rc)ﬁ + (bg — cs)B?] -0
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Ap.12 In triunghiul ABC cu laturile a,b, ¢, punctele I, G sunt centrul
cercului inscris, respectiv centrul de greutate. Sa se arate ca IG || BC
daca si numai daca a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica.

a-OA+b-0B +c-0C

Solutie. Pentru orice punct din planul AABC are loc relatia: 5_} = T
a c

Luand G in loc de O, se obtine:
26 —2 2b —= 2

/ / T>
E.AA+§-BB+§-CC=
2, Py Py
:_§(a‘AA’+b-BB’+c-CC/)=
:_%[a(ﬁ+@)+b(ﬂ+@)+c(@+@)] =
= _%[(a_b)A_B)Jr(b—c)@Jr(a—c)x@] =

_ %[(2a—b—c)ﬁ+(b+a—2c)ﬁ]

(a+b+c)é}>:a-a}4+b-@+c-@=

Asadar, IG || BC < (1@, B?) au aceeasi directie & 2a —b—c=0<2b=a+c.

Ap.13 In triunghiul ABC, O, H, G sunt centrul cercului circumscris, or-
tocentrul, res;ectiv centrul de greutate. Sa se arate ca:

a) m, OM sunt coliniari.
b) AH + BH + CH = 60C
c) |AH + BH + CH| < 6R.

Solutie. a) Cum AOBC este isoscel in O, avem OM 1L BC gisum A’ € BC, AA’ L BC
rezulta ca AH || OM.

BHA" = BCA"

A'HC = A"BC
C " _1 . 90M — AH

OM || AH = OM —linie mijlocie in AA"AH = OM = ;AH si 20M = AH =

(&\_)4 , AH ) sunt coliniari.
OH = OA +0B +0C

, de unde se obtine:
3-0G = 0A+ 0B +0C

AH + BH + CH = A0 + OH + BO + OH + CO + OH —
— (40 + BO + CO) + 30H = 6-0C

¢) Din cele de mai sus, obtinem: |ﬁ—|—§ﬁ+c4'ﬁ] < |60?| = 6R, unde |OG| < R.

= A'BHC—paralelogram, atunci M mijlocul lui A”H si cum

b) Avem relatiile: {

Ap.14 Se considera triunghiul ABC in care AA’ este bisectoarea inte-

—_— -~
rioara a unghiului BAC, iar AM mediana dusa din A, I centrul cercului
inscris, O centrul cercului circumscris triunghiului. Sa se arate ca:

Solutie.

27



Probleme de geometrie vectoriala Florica Anastase

4. TEOREMA LUI MENELAUS. TEOREMA LUI CEVA.

Se considera triunghiul ABC' si punctele M € AB,N € AC,P € BC astfel incat
sttt = z, avem = iP EEE—
MB_"PC YV NA NA v T itz O 1+z

ﬁ ,ﬁ Vectorii PM si ]7]7 sunt coliniari daca si numai daca exista k € R

PA—i—wﬁ B k(ﬁ—f—zPA)
1+2 1+z

—
astfel incat PM =k - m =

1 k — k
o - VPA+ L PB- " PC=0
142 14z 14z 142
1 k — k e A« PO
- PA+ T PB =0, cum vectorii PA si PB nu sunt
l+z 14z l+z y(l+2)
1 kz

coliniari, avem =zxyz=1

ok zy(1+4z) =k(1+x)
1+z y(l+2)
Asadar, punctele M, N, P sunt coliniare daca si numai daca:
AM PB CN

MB PC NA

vz T4z " { 1+ 2 = k(1 +2)
0

= 1 (teoremalui Menelaus)
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Sintetic: Ducem prin A o paralela la BC, fie @) punctul de intersectie cu dreapta
iar din AAQN ~ ANCP =

MA

MN. Din AAMQ ~ ABMP = VB - BP

Q@ A

B C P
NC _PC . MA NC_AQ PC . AM PB CN _
NA ~ AQ’ °“MB NA BP AQ *“*MB PC NA

R Fi AM CN PB
eciproc. Fie B =z, NA =y, e

1
fﬁ\?:l ﬁui?ﬁ; (1)

1
= —, unde z,y € R— {—1}. Atunci:
Y

+x 14+

ﬁ:xyﬁ
PN=——PC+-Y PA (2

1+y 1+y

PN=— PC+ -2 Ph= Y Ph+ wyPB =
1+y 1+y 1+y 1+
_ ey
1+y 1+y

—
Punctele M, N, P sunt coliniare, atunci (3)k € R astfel incat PM = k - m &
y z+l_ ay 14z yl+l) yl@+l)

4y 1 14y = y+1 y+1
Asadar, daca M € AB,N € AC, P € BC astfel incat

AM BP CN
MB PC NA
atunci punctele M, N, P sunt coliniare. (reciproca teoremei lui Menelaus).
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